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Chapitre 1

Traitement du probléme

On considére le probléme elliptique d’ordre 4 en dimension 1 suivant:

u — f dans 10,1

dzt

qui modélise le déplacement d’une poutre soumise & un chargement f.

1.1 Signification des conditions aux limites

Les conditions aux limites de cette équation aux dérivées partielles sont
les conditions de Dirichlet et de Neumann homogénes.

— u(0)=u(1)=0 fixe la valeur de u & 0 sur les bords.
— u(0)=u’(1)=0 fixe la dérivée de u aux bords a 0.

On modélise u par 'ordonnée d’une poutre en fonction de x.
x=0 et x=1 représentent alors les deux extremités de la poutre. Ainsi:

— u(0)=u(1)=0 signifie que les bords de la poutre se trouvent en un lieu
fixe.



— u’(0)=u’(1)=0 signifie que la poutre "s’enfonce" dans les murs. Elle est
toujours orthogonale a ces derniers sur ses bords.
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Nous allons dans une premiére étape chercher une formulation variation-
nelle équivalente & ce probléme:



1.2 Détermination d’une formulation variation-
nelle
On suppose f € L?(Q2). Soit v € V, V étant I'espace ou se trouve u

solution, que I’on déterminera plus tard. On suppose pour l'instant que v est
au moins dans L*(€2). On a donc

d*u
WU = f’U

[, Sarttone= Lo

On obtient, par une premiére intégration par partie

[u® (x)v()]5 — /0 u® (@) ()dx = /0 f@)v(w)dz

Orv eV = v(0)=wv(l) =0, donc on a

_ /0 4O ) () — /O @)

Par une seconde intégration par partie, on a

() @)} + / o () = / e

Pour les mémes raisons que précédemment, on a v'(0) = v'(1) =0

/0 1 W () (z)da = /0 1 f(2)o(x)dz

La formulation variationnelle candidate est donc:
Trouver u €V telle que
Vv eV, fol u(x)v"(x)dx = fol f(x)v(x)dx

Reste & déterminer V.

D’ou

Donc

Pour que fol u”(x)v" (x)dx soit bien définie, il faut que u et v appartiennent
a H?*(Q2). De plus, on sait que u et v’ s’annulent sur le bord. Donc on a
uw € HZ(Q), ou HE(Q) = {v e H*(Q),yv = 0 et v = 0}. La formulation
variationnelle candidate est alors:

{ Trouver u € HZ(Q) telle que

Vv € HX(Q), 01 o (x)v"(z)dx = fol f(x)v(x)dx



Maintenant, montrons que la réciproque est vraie. Soient u,v € HZ(Q)
telles que

/01 o' (z)v" (x)dx = /01 f(x)v(z)dx

Par deux intégrations par partie succesives, on obtient:

[ ()0 ()] — /0 u® (@)’ (2)dx = /O f@)v(w)dz

o /0 () () = /0 ' F@)o(a)de

au sens des distributions, car y;v = 0.

<:>—[u(3)(a:)v(:1:)](1]+/0 u(4)(;1:)v(q:)dx:/0 f(z)v(x)dz

& /0 1 u® (2)v(z)de = /0 1 F(2)o(2)dz

car yov =0

o /0 (D (z) — f(z))o(x)dz = 00 € H2(0,1])

dans D'(Q)

au sens des distributions
et u € Hg([O,l]) = u(0) =v(0) =u(l) =4 (1) =0

Donc (FV) = (P), ce qui signifie que le probléme de départ est équi-
valent & la formulation variationnelle candidate. Reste a vérifier que c’est
une formulation variationnelle au sens du cours.



Tout d’abord, est-ce-que 'espace V' est un Hilbert?

HZ([0,1]) est un sous-espace vectoriel de H([0,1]) car H3([0,1]) € H?([0,1])
et o et 1 sont des formes linéaires. On peut donc le munir de la méme norme.

Puisque HZ([0,1]) est inclus dans un espace de Hilbert, pour montrer que
c’est un espace complet, il suffit de montrer qu’il est fermé. Pour cela, nous
allons définir une suite (z,,),ey d’éléments de HZ([0,1]) convergente. On sait
qu’a priori sa limite = est dans H?([0,1]). Montrons que z € HZ([0,1]).

Comme Vn € N, z,, € H2([0,1]), on a yo(z,) = 7 (z,) = 0.
z, € H([0,1]) = =, € H'([0,1])
Or ~o définie de H'(]0,1]) dans Hz({0,1}) est continue donc
Yo(z,) =0 — 0 quand n — +o0

et
Y0(a) = 70(z) quand n — 400

Donc ~(z) = 0.

De méme on peut dire que v; définie sur H2([0,1]) est continue car on
peut la définir grace & v : 71 (z) = Yo(2’) avec 2’ € H'([0,1])

Par le méme raisonnement, on a que y;(x) = 0.
Donc on a vyo(z) = y1(x) = 0, donc @ € HZ([0,1]).

HZ([0,1]) est un fermé dans un complet, donc HZ([0,1]) est complet.
HZ([0,1]) est bien un espace de Hilbert.

Posons a : HZ([0,1])xHZ([0,1]) — R
(u,v) — folu”(a:)v”(x)dx

Est-ce-que a est une forme bilinéaire continue et V-elliptique?



On voit clairement que a est une forme bilinéaire et symétrique. Montrons
qu’elle est continue.

1
afu)| = | [ (@) @)da] < eyl 2
0

d’aprés I'inégalité de Cauchy Schwarz.

Or,
HUHfr{g([O,u) = HUH%Q(Q) + ||UI||%2(Q) + ||| 20
Donc
el 20 >l 20
Ainsi, on a

la(u,w)| < ||U”||H§(Q)||U”||H§(Q)

ce qui montre que a est continue. Reste & montrer la V-ellipticité.

Soit v € HZ().

1
alv.0) = / (0" (2))2dr = [0 [22c

v € HZ(Q) = v € HL(Q), donc on peut appliquer le théoréme de Poin-
caré. On a donc [[V'|[z2(0) < Col[v"|| 20

De méme, v € H§(Q) = v € Hy(Q2), donc |[v]]12) < Col|[v||r2@) <
Callv" |12

Donc pour v € HZ(2), on a

||UH§{g(Q) = ||UH%2(Q) + HUIH%?(Q) + ||U”H%Q(Q)
< CélH'U”H%Q(Q) + ngHU”H%?(Q) + ||U/I||%Q(Q)
<(1+CH+ CSQ))HU”H%Q(Q)
D’ou
12 2
0" [[72¢0) = WHUHH(Q@

On pose o = ez etona a(v,w) > Oz||v||§{g(m. a est bien V elliptique.

1
1+C¢



Maintenant, posons

L: H}Q) — R
v = [y f@)(@)de

Est-ce une forme linéaire continue?
On voit facilement que L est une forme linéaire. Il faut donc montrer
qu’elle est continue.

1
| L(v)] = I/0 f@)o(@)de] < [|fl[2@llv]l2@) < Ml[vllmz@

car [[v]|r2) < [|v]laz2q) et avec M = |[f]|12q)
Donc L est continue.

On a bien une formulation variationnelle au sens du cours.

1.3 Construction de I’élément fini

La prochaine étape de la résolution de cette équation est de construire un
élément fini possédant certaines propriétés que ’on a choisi. Ici, on a décidé
de construire un élément fini a ’aide des polynémes de P53 qui soit de classe
H? et de classe C!.

On va donc travailler sur (K,%,P) ot K est le segment de référence, 3
est I’ensemble des degrés de liberté et P ’espace des polynomes sur lequel
on travaille, ici P = Pj.

Pour rester dans le cas général, on va prendre le segment [0,1] comme
référence. On se raménera dans la suite & des segments de taille h.

Ensuite, on veut construire un élément fini de classe C'. Donc il faudra
tenir compte des dérivées pour choisir les degrés de liberté. Comme 1’espace
des polynomes est de dimension 4, on a choisi quatre degrés de liberté qui
sont les valeurs de la fonction et de sa dérivée au bord du segment.

Y ={d;,i = 1.4} avec

®1(p) = p(0) ; Do(p) = p(1) ; P3(p) =p'(0) ; Pa(p) = p'(1)



Montrons que notre élément fini est bien unisolvant, c’eat-a-dire qu’a un
quadruplet («,3,7,0) on associe un unique polynéme p tel que:

D1(p) = oz Po(p) = B; P3(p) =75 Pu(p) =0

Ce qui revient a résoudre le systéme suivant:

S
I
=2 @R

et x contient les coefficients qui définissent le polynéme p.

Comme detA =1 # 0, on a une unique solution a ce systéme, donc 1’élé-
ment fini est unisolvant.

On choisit

th = {U € Cl<]071[>7v/[xi,mi+1] S ]P)3}7{xi}i:1..N

comme espace d’approximation associé & notre élément fini. Construisons
la base canonique de cet espace. Dans un premier temps, travaillons avec
x; = {0,1}. Ceci nous ameéne & définir deux familles de fonctions {¢;} et {1;}
pour i = 1,2. Ainsi,
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Maintenant, construisons la base canonique définie sur un intervalle dis-
crétisé avec N points {z;},—1. y appartenant a [0 1]
Comme précédemment, on va définir deux familles de fonctions telles que:

[zt o{ 05

0
52‘]‘
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Assemblage de psil et psi2
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Montrons que c¢’est une famille libre, c’est-a-dire que:
N N
ZOWZ(‘”) + Zﬁﬂ/’]@) =0Ve=0a;=0=0Vij
i=1 j=1
Pour z = x;, on a
N N
Y () + > B (w) = ax =0 Vk €N
i=1 =1

et
N

Zai@i)/(xk) + Zﬁj(W)%%) =0k=0 VkeN

Donc la famille est libre.

14



Montrons qu’elle est aussi génératrice. Soit v € V;?. Est-ce-qu’il existe un
unique 2N-uplet (o;);=1.on tel que v(x) = vazl a;&i(x) ou &; est une fonction
de la base?

Pour = = zy, on a v(x;) = a. Donc on peut écrire que

o(w) = Y vl (@) + 3 v )i o)

=1

Soit w(z) € V2 telle que w(z) = v(x) sur les degrés de liberté, c’est-a-dire
en 2N points. Alors on a w = v car on a 'unisolvance.
Donc la base est libre et génératrice.

On a donc bien construit la base canonique de cet espace, et elle est
constituée de deux familles de fonctions. La question qui se pose maintenant
est de savoir comment organiser les fonctions de cette base les unes par
rapport aux autres. On pose (£%);—;.on la nouvelle notation de cette base.
Deux possibilités s’offrent & nous:

gHN — i i =1.N =i j=1.N

15
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MATRICE DE RIGIDITE 2
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La largeur de bande de la deuxiéme matrice est beaucoup plus faible que
celle de la premiére. Il sera donc bien plus rapide pour la machine de I’inver-
ser. On choisit donc la deuxiéme forme de matrice.

1.4 Discrétisation

On construit maintenant l'espace V5, = {v € V2 y(v) = 71(v) = 0},
espace d’approximation. Le probléme discrétisé obtenu est (F'V)p:

Trouver u, € Vg, telle que
Vo, € Vi, a(up,o) = L(vp)

17



Ce probléme a bien un sens car V, C H. Il s’agit d’'une méthode d’ap-
proximation conforme.

Une autre écriture du probléme discrétisé est ’écriture sous forme matri-
cielle du systéme linéaire que (F'V');, engendre. Ainsi, on a

(Ph) Ah.uh = Fh et (Ph) <~ (FV)h

avec Ay, = [a;;] ot ay; = a(€' &) et F, = [Fi] Fi=L(£")

construction de la matrice de rigidité élémentaire

On travaille avec les quatre fonctions de base ¢1,11,2,1 définies lorsque
I'on travaillait avec juste les points z; € {0,1} pour obtenir une matrice de
rigidité de référence.

a(1,01) a(tha,e1) 12 6 —12 6
o= | atere : _| 6 4 -6 2
ref = . | —12 -6 12 —
a(p1,p2) : 6 g -6 i
a(p1,2) a(i2,49)

Maintenant, construisons la matrice de rigidité élémentaire, toujours a
partir de quatre fonction de base, mais cette fois-ci, elles sont définies sur des
intervalles de taille h. Soient

or(x) :[0h] = Ret pi(z):[01] = R

Alors

Donc

Par le changement de variables y = ¥, on a

z
R

1
1
ok (ohoeh) = | Ay = f50ns(or00)
0

18



Donc la matrice de rigidité élémentaire est

1

K _
= gt

assemblage et allure de la matrice de rigidité
A partir de la matrice de rigidité élémentaire, on va pouvoir construire la
matrice de rigidité:
a(¢' @) = aleh.pr) + alenen)

1
= ﬁ(aref(S@a‘PQ) + aref(01,1));

a(e' ') = alep i) + alepby);

a(@’, '™ = alen@h);
a(@’ W) = aley0h);

a(@' W) = a(Vi,vn) + a(iyn);
a(' ") = a(yy0h);

a(¥' ™) = a(vyp);

a(1)',p""?) = 0 car les supports sont disjoints

Allure de la matrice:En construisant cette matrice, on a vu apparaitre
des blocs, donc pour donner son allure, on va la représenter par blocs.

BT | .| . R 24 0 —12 6
ouD—( 0 8)etB—( 6 2)

B
BT | D

19



calcul des F;
On a )
=L = | fos@i

Or dans le cas de notre probléme, on a f = —1 donc

F, = /01 —&i(x)dx

Détaillons les calculs pour ¢} :

Vo € [0 h], on a o (2) = 901(%)

Donc
h h T 1
/ oh(@)de = / or(D)de = / hor(y)dy
0 0 h 0

De méme, lorsque £ = ¢/, on a

ne) - | P = / " @)

= —/Ohwi(w)dx—/oh%%(f”)dx

::—h{é wdwdy+lé w2(y)dy) = h(L(1) + L(g2))

Pour calculer L(p1), L(ps), L(31) et L(1s), on a lancé les calculs sous
MAPLE, et on a obtenu les résultats suivants:

—1 —1 —1

L(p1) = o5 L(p2) = 5 L) = 1z ©t L(ts) = 11—2

Donc on obtient

L(¢") = L(#}) + L(gy,) = —h

et
L(4") = L(y3) + L) =0

20



D’ou

Maintenant, on va pouvoir lancer les calculs numériques.

21



Chapitre 2

Application numérique

2.1 le programme

Une fois le probléme transformé, on a a résoudre:

Ah.uh = Fh
ou:

— Ay, est la matrice de rigidité du probléme.

— uy, est le vecteur des solutions.

— F}, est le vecteur des données.

Pour résoudre le probléme sous matlab, nous avons créé trois fonctions:

donnee.m, matrigid.m, probleme.m.

donnee.m:

La fonction donnee.m a pour but de calculer le vecteur des données (Fy,).
Elle ne prend en entrée que le nombre d’intervalles des éléments finis.

matrigid.m:

La fonction matrigid.m calcule la matrice de rigidité toujours en fonction
du nombre d’intervalles 'N’.

22



probleme.m

Cette fonction a pour but de résoudre le probléme en appellant donnee.m
et matrigid.m .
Elle prend en entrée le nombre de division de [0 1] que 'on souhaite avoir.
Plus ce nombre sera grand, meilleure sera la précision du résultat mais pour
de plus longs calculs.

2.2 les résultats
Voici quelques graphiques des résultats obtenus. Ils sont donnés avec 'N’

le nombre d’intervalles des éléments finis ainsi que le temps machine qu’il a
fallu pour la résolution numérique.
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N=4

X107 probleme(4)
O T T T T T T T T T
_05 -
_1 -
z
=]
_15 -
_2 -
_25 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
X

Temps de calculs: 3.0614
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N=8

%107 probleme(8)
0 T T T T T T T T T
_05 -
-1+
£
S
-15F
_2 -
-25 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9
X

Temps de calculs: 3.5596

25




N=25

x 10

probleme(25)

|
N
a1

T

0 0.1 0.2

0.3 0.4 0.5 0.6

Temps de calculs: 3.845
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N=100

probleme(100)

|
o
[S]

T

|
N
a1

T

I I
0 0.1 0.2 .

Temps de calculs: 5.4002
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N=500

probleme(500)

|
o
[S]

T

|
N
a1

T

I I
0 0.1 0.2 .

0.6

Temps de calculs: 12.2903
N=1000

Plantage de matlab

Conclusion

Les résultats semblent tout a fait cohérents.
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On fera tout de méme remarquer que pour I'affichage des fonctions, on a
juste tenu compte des différentes valeurs de u(x) et pas de ses dérivées.
Cependant les courbes paraissent lisses dés que N se situe vers 25.

Quand aux temps de calculs, ils ne semblent pas trop exploser quand N
augmente.
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Programmes MATLAB

donnee.m

function[F] = donnee (N)
%renvoie le vecteur ’donnee’ (2N) sachant le nombre
%d’intervalles (en entree) (Fh)

if (N<2)
N>=2 1ttt _> PROBLEME’
end

%h la taille d’un intervalle
h=1/(N-1);
F=zeros(2*N-4,1);

%les cases du milieu
for i=1:2:2*%N-5
F(i)=1;

F(i+1)=0;

end;

Jmultiplication par h
F=-F.*h;
matrigid.m

function[A] = matrigid(N)
hrenvoie la matrice de rigidite Ah (2N-4,2N-4) et prend en entree

30



%le nb d’intervalles des elements finis.

Y%rem: N>=2

if (N<2)
JN>=2 1t _> PROBLEME?’
end

%h la taille d’un intervalle
h=1/(N-1);
A=zeros (2%N-4,2*N-4) ;

Jiblocs D2 diagonal
for i=1:2:2xN-5
A(i,i)=24;
A(i+1,i+1)=8;
A(i,i+1)=0;
A(i+1,1)=0;

end;

%sblocs Bl superieur
for i=3:2:2xN-5
A(i-2,1)=-12;
A(i-1,i)=-6;
A(i-2,i+1)=6;
A(i-1,i+1)=2;

end;

%blocs B2 inferieur
for i=1:2:2%N-7
A(i+2,i)=-12;
A(i+3,1)=6;
A(i+2,i+1)=-6;
A(i+3,i+1)=2;

end

%division par h~3
A=A./(h"3);

31
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probleme.m

function[] = probleme(N)
hresoud le probleme donné avec une division de [0 1]
Jen N morceaux

tic
if (N>4)

%resolution du probleme
A=matrigid(N);
F=donnee (N) ;
u(3:2%N-2)=inv (A) *F;

%conditions aux bords
u(1)=0;

u(2)=0;

u(2xN-1)=0;

u(2xN)=0;

%habscisses des xi
h=1/(N-1);
v=zeros(N,1);

for i=1:N
v(i)=(i-1)*h;
end;

haffichage de la solution
y(1:N)=u(1:2:2*N);
plot(v,y);

end
toc
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