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Chapitre 1

Solution exacte

On considére le probléme de transport linéaire avec une vitesse constante

positive a:

0 0
8_?+a8_;b:0’ pourz € Ret ¢ >0

avec deux types de donnée initiale:

d1) (discontinue) u(x,0) =1si z < 0; u(z,0) =0si x > 0;
d2) (continue) u(x,0) = (cos4rz)? si —1/8 <z < 1/8; u(x,0) = 0 sinon.

1.1 Courbes caractéristiques

Pour calculer les courbes caractéristiques, il faut résoudre I’équation sui-
vante :

dx(t)
=a a >0 cste
dt
<=> z(t)=at+k ol k est la condition initiale

<=> k=x—at

Donc
V(t,z) € (RT x R), 3k € R tel que k =z — at

Les caractéristiques parcourent tout I’espace, donc on peut dire que la solu-
tion est de la forme:

u(t,x) = ug(x — at) ol up est la condition initiale

et ceci Y(t,x) € (RT x R)



1.2 Solution discontinue

La solution dans le cas discontinu est:

lsiz—at <O
u(t,z) = { 0 sinon
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FiGc. 1.1 — Solution exacte dans le cas discontinu

1.3 Solution continue

De méme, la solution dans le cas continu est :

— 2 ¢ 1 1
u(tz) = { (00:9(471'(37 at)))® siat — g < x < at + g
0 sinon
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Chapitre 2

Etude du schéma de
Crank-Nicolson

On note k le pas en temps et h le pas en espace. Le schéma de Crank-
Nicolson est le suivant :

n+l _ .n n+l _ ,n+l n __ .n
j vj +avj+1 i1 TV TV 0
k 4h

()

2.1 Etude de la consistance

On définit 'opérateur L, qui s’applique & la fonction u par

u(t + k,x) — u(t,x) +au(t + kx+h) —u(t + kax —h) +u(t,e+h) —u(t,x — h)

Lhku<tax> = L m

Soit Lu I'opérateur aux dérivées partielles définit par

0 0
Lu(t,x) = 8—7: + aa—z

On sait que le schéma est consistant si on a
V(t,x), (Lpgu — Lu)(t,z) — 0 lorsque (k,h) — 0

Donc pour vérifier la consistance du schéma, on va effectuer des dévelop-
pements limités & 'ordre 2:
k? 0%u

_ du 2
u(t + kx) = u(t,z) + ka(t,x) + Eﬁ(t,x) + o(k%)



h2 62

_ u 2
u(t,x + h) = u(t,z) + ha—x(t,x) + 9 —(t,x) + o(h%)
(t,x — h) = u(t )—h@(t )+ WO (t,x) + o(h?)
u(t,x =u(t,x ax,:c 2823:
De méme, on a
ou 2 524, )
u(t +kax+h) =u(tx+h) +k:a (t,x +h) + —ﬁ(t,x+h)—|—o(k )
ou h? 5%u 9
—u(t,l‘)—i-ha—x( >+?ﬁ—|— (h)
ou 0*u h* &*u 9
+k <E(t x)+h pREn —(t,x) + — 3 D20t ———(t,x) +o(h ))
k? (0%u Pu h? 0*u 9 9
Et enfin
ou h? 9%u )
u(t + /{Z,LU — h) = U(t,&?) — h%@,ﬁ) + ?@ (h )
6u 0*u n? Pu 9

k* (0*u Pu W 0t ) )

Donc, aprés simplifications, on a

ou ko*u 1( ou 9%u k2 0Pu ou
Lhku:

A AINCACTIPL TSI S
ot taoe 2\ T % aar T3 8x8t2+a8x)+o(++ ThE)

Calculons maintenant L,,u — Lu pour voir si le schéma est consistant:

EPu 1 . 0%u k2 OPu
+a

Lou— L 1 r
it = MU= o e Y9 ot T o

+o(k + h+ hk + hk?)




— 0 lorsque (k,h) — (0,0)

Le schéma est donc consistant.

2.2 Etude de la précision du schéma

Pour étudier la précision du schéma, on doit pousser les développements
limités a ’ordre 3 pour voir s’l n’y a pas des simplifications possibles.
Aprés calculs, on obtient
ko 3w ah?dPu  ak? OPu
Lyu =1L ——(L —_———t———t —
e = Lut S5 L)+ 555 ¥ 6 o T 1 awon
+ak3h2 0*u n ak’h? O°u
12 0z30t 24 Qx30t2

+ o(k* + h* + kh® + k*h?)

Soit u telle que Lu = 0. Donc on a

/{:_2@ N a_hQ@ N a_k2 O N akh? 0% N ak*h? O°u
6 Ot3 6 Ox3 4 Oxot? 12 0230t 24 Qx30t?

+ o (K* + h* + kh® + k*R?)

Lhku =

On voit clairement qu’il n’y a pas d’autres simplifications possibles. On
peut exprimer les dérivées en temps en fonction des dérivées en espace, mais
le constat sera le méme, car les coefficients devant les dérivées d’ordre 3 ne
pourront pas se simplifier:

ou_ o
ot ox
Donc on a
Pu_ i
oz~ o2
oo
o “ ox3
et
P _ i
oror " ord



Finallement, on obtient
k2 0%u n ah? 0%u n ak® 0%u B k2a® 9%u n ah? 0%u n a*k? Pu 20
6 Ot 6 oxr3 4 0xot2 6 O3 6 O3 4 Ox3

Le schéma est donc d’ordre 2 en temps et deux en espace.

2.3 Etude de la stabilité

Soit v"(x) = v}, pour = € [7;,7;41] et Vj € Z, constante par morceaux
définie pour un n fixé.

Vj e ZNx € [x;,x;41], on a

v (x) — v (z) N av"“(:c + h) — vz — h) + v (@ + h) — v"(x — h)
k 4h

=0

Ensuite, on effectue une transformation de Fourier en espace appliqué a
I’équation précédente.

vﬁl(\f) — v/"-(Z) e’fhvm) — e*ighvm) + e’fhv/"-(z) — e*ighv/"-(Z) _0
k: Ta 1h -

Um) B v/"(\f) N ak22'52'71(fh)v"Jr (5)4;; 2isin(§h)vn(§))

On pose 6 = Eh, et \ = “—,f

—— isin(0) ——, _ iAsin(0)

o)1+ S — (g1 -

_iAsin(0)
v@) = TQH(@@
1+ 5
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On pose
_iAsin(f)
_ 2
9(6:h) = ixsin(0)
b=

le facteur d’amplification.
On voit que
iAsin(0)
0.k h)|=|—2—|=1
14+ =
2
car les complexes au numérateur et au dénominateur sont conjugués.

Donc on a |g(0,k,h)| <1+ Kk avec K = 0, donc indépendante de 6 k et
h.

D’ou, d’aprés le théoréme de Von Neumann, le schéma est incondition-
nellement stable au sens L2
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Chapitre 3

Applications numériques

3.1 Conditions aux limites aux bords du do-
maine

On restreint I’étude de ’équation & un domaine borné, c¢’est-a-dire avec
—1 <z < 1.1l faut donc déterminer les conditions aux limites aux bords du
domaine de sorte que la solution de I’équation de transport soit la restriction
sur | — 1, 1] de la solution exacte calculée précédemment.

COURBES
CARACTERISTIQUES
ENTRANTES

k 0 1
Portrait de phases

'
[
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Si I'on regarde les courbes carctéristiques, on constate qu’elles sont en-
trantes seulement pour + = —1 ou t = 0, le bord x = 1 ne va donc pas
intervenir dans les conditions limites.

Dans les deux cas, la condition limite au bord { = 0 correspond a la
condition initiale, c’est-a-dire u(0,z) = uy(z).

Pour la solution discontinue, on obtient

i<
u(t,x):{l st x < at

0 sinon
Donc, pour x = —1, on a
1 sit> —%
u(t, —1) = { 0 sinon
=u(t,—1)=1

De méme, pour la solution continue, on obtient

u(t,z) = { (cosdn(z — at))? s% at—i<z<at+1i
7 0 sinon
Donc, pour z = —1, on a
ult _1):{ (cos4m(x — at))? s% _%Stg_gla
7 0 sinon

=u(t,—1)=0

Avec de telles conditions aux limites, la solution de I’équation de trans-
port ainsi calculée sera la restriction de la solution exacte correspondante.

3.2 Systéme tridiagonal du schéma

Pour écrire le systéme tridiagonal, il faut partir du schéma:

n‘i’l _ ,Un

J J
T m

n+l _ ,n+l n __.n
Ujt1 — Vo1 TV Y

v -1 _ g

13



ak
n+1 n n+1 n+1 n n
S v =+ m ('Uj+1 —v;0y + Uiy — vj_l) =0

1
Si on pose A\ = “—,f et V' =| : , on obtient le systéme suivant:
vy
A A
L g ARG
-2 1 2 0 0 -2 -1 7 0
0 VnJrl_'_ 0
0 0
A A A
-3 1 1 -3 1
1 -2 1 0 0

—2(Vgt + o)

Lorsque l'on a calculé les conditions aux limites, on a remarqué qu’il
était inutile de calculer celle du bord x = 1. Mais un probléme se pose lors
de I’écriture matricielle. Donc, on doit écrire une condition limite artificielle,
c’est-a-dire interpoler la valeur de Vy & partir des valeurs calculées précé-
demment.

Comme le schéma est d’ordre (2,2), il faut trouver une condition limite
qui ne diminue pas l'ordre de ce schéma, ou autrement dit qui n’augmente
pas trop l'erreur.

Pour cela, on a effectué des développements limités d’ordre 2 de u(t,z+h),
u(t,x — h), puis on a fait des combinaisons linéaires de ces deux termes avec
u(t,x), ce qui donne

ou h? 0%u

. e w 2
bz + 1) = ultr) + S (6) + 50 (6) + ol
ou h? 0%*u )

14
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Donc

2 0%

u(t,r + h) + u(t,x — h) — 2u(t,x) = %@(t,x) + o(h?)

Donc on a choisi comme condition limite articielle la relation

n+1 __ n+1 n+1
VN - 2‘/N—l - VN—Q

15



Chapitre 4

Applications numériques

4.1 Résultats obtenus, avec le schéma de Crank-
Nicolson

4.1.1 h =0.01, £ =0.005, A =0.5
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solution dans le cas discontinu & 7 = 0.5

16



0.6

0.4

0.2~

121

0.8

0.6

041

0.2

I I I
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

solution dans le cas discontinu a 7'=1
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solution dans le cas continu & 7' = 0.5
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Wk
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solution dans le cas continu a 7' =1
discontinu T=0.5 | discontinu T=1 | continu T=0.5 | continu T=1
erreur L2 0.06218 0.06830 0.01510 0.02114
erreur L 0.6078 0.6155 0.0653 0.1437
4.1.2 h = 0.0025, £ = 0.00125, A = 0.5
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solution dans le cas discontinu & 7' = 0.5
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solution dans le cas discontinu a 7'=1

discontinu T=0.5

discontinu T=1

erreur L2

0.05579

0.05955

erreur L

0.6297

0.6389
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4.1.3 h=0.02, k=0.05, A\ =2.5

Il est important de noter que contrairement a plus haut ou A = 0.5, ici
A =25 (avec: A =a* §)

141~

-1 A/\M/\M\/\[\/\f\(\ /\ /\
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solution dans le cas discontinu a 7'=1
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0.4 I I I I I I I I I ]
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

solution dans le cas continu a4 7= 0.5

V

05 08 06 04 02 o 02 o4 Y 08 1
solution dans le cas continu a 7' =1
discontinu T—0.5 | discontinu T=1 | continu T=0.5 | continu T—1
erreur L> 0.1918 0.2114 0.208 0.2453
erreur L 0.6309 0.6331 0.6024 0.6208
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4.2 Reésultats obtenus avec le schéma décentré
a gauche

4.2.1

h=0.01, k= 0.005, A = 0.5
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solution dans le cas continu a 7' =1

discontinu T=0.5

discontinu T=1

continu T=0.5

continu T=1

erreur L>

0.0108

0.01023

0.008608

0.009508

erreur L
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0.4718

0.2743
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4.2.2 Reésultats obtenus avec h = 0.02 et k£ = 0.05

On étudie ici ce qu’il se passe si A est superieur a un avec le schéma
décentré a gauche. Ici \ est égale a 2,5.

15X 10°
1L
0.5
0 V/\ Y
_os5L
b
-15 1 1 1 1 1 1 1 Il Il J
c1 -08 06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

solution dans le cas discontinu & 7 = 0.5

x 10"

0.5

-15 1 1 1 1 1 1 1 I I ]
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

solution dans le cas discontinu a 7' =1
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T=0.5 T=1
erreur L2 | 3.254 % 10* | 2.8364 % 109
erreur L™= | 1.4038 %« 10° | 1.0261 * 10!

On constate que la solution approchée explose.

4.3 Analyse des résultats

4.3.1 Pour le schéma de Crank-Nicolson

On observe sur les graphiques précédents que I'erreur pourrait s’expliquer
qualitativement par des effets dispersifs et/ou dissipatifs.

Pour en avoir la confirmation, regardons les équations équivalentes:(les
développements limités ont déja été réalisés)

Soit u une fonction réguliére qui vérifie le schéma. Calculons I’équation
équivalente d’ordre 3. Lors de I’étude de la précision du schéma, on avait

L u—Lu_i_Eg(Lu)_Fk_Q@_'_a_hQ@_'_a_kQ 83u
R 20t 6 03 ' 6 Ox3 4 Ox0f?
akh? 0% n ak*h? O°u 4 of

12 0x30t 24 Qa30t2

k* 4+ h? + kh* + k*h?)

Donc une équation équivalente d’ordre 3 est de la forme

b ou KPu | kO RO o o
ot oxr 2 0t? 2 0zt 6 Ot3 6 Ox3 4 Qxot?

= Ok + 1)

En exprimant les dérivées en temps en fonction des dérivées en espace,
on obtient

Ou, Du | ok RPu B a0 0

% T 902 "0 Y Gar 6 o8 Y Lo
— Ok + h?)
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ou  Ou K2 Pu  ah?Pu Gk Pu 5 3
gu | Jou g e o RO s,
C o e 60w 6o o OW TN

ou ou 3l€2 ah? 3k2 u 3 3

2

. u .
On constate que le coefficient devant —— est nul. Ceci est du a l'ordre

x
du schéma. Il n’y a donc pas d’effet dissipatif, mais uniquement des effets
dispersifs.

Sinon, graphiquement, on remarque que le schéma reste stable malgré
laugmentation de A\, méme si l'erreur augmente aussi.

4.3.2 Pour le schéma décentré a gauche

Contrairement a tout a I’heure, la solution approchée a du retard par
rapport a la solution exacte. On n’a plus d’effet dispersif, mais des effets
dissipatifs (cf le cours).

De plus, du fait de la stabilité conditionnelle de ce schéma, la solution
approchée explose lorsque lambda > 1.

4.3.3 Pour les deux schémas

On constate que erreur L? diminue en méme temps que h, alors que
Ierreur L>° stagne dans pratiquement tous les cas.
Par contre, lerreur L? tend & exploser quand A\ diminue.

26



Chapitre 5

Vérification numérique de 'ordre

On effectue une série de simulations dans lesquelles on fait varier h. Sur
ces simulations, on calcul I'erreur L? en fonction de h tout en gardant \
constant. On trace ensuite les graphiques représentant les résultats.

5.1 Schéma de Crank Nicolson

. erreur avec Crank Nicolson et Lambda=0.5
10 - - ——— - -

10

erreur

107k : :
10 10 10
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Pour ce graphique, le coefficient directeur de la droite est égal a 1.856 soit
environ 2.

Ce phénomeéne a une explication:

Lerreur est o(k* + h?) et A = a * £.

On a donc:
log(k? + h?) = log(h? + cste x h?)

= log(cste x h?)
= cste + 2 x log(h)

La courbe étant tracée en log log, on obtient une droite dont le coefficient
directeur est deux.

5.2 Schéma décentré a gauche

erreur avec schema decentre a gauche et lambda=0.5
10 T

erreur
=
o
5
T
L

107k : e 1 :
10 10 10

Pour ce graphique, le coefficient directeur de la droite est égal a 1.1374
soit environ 1.
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Le schéma est d’ordre un en temps et un en espace. Par le méme calcul
u’avec Crank Nicolson, on retrouve un coefficient directeur de 1.
9
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